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΄Ασκηση 1

΄Εστω µία διακριτή τυχαία µεταβλητή X, µε συνάρτηση µάζας πιθανότητας (PMF) την ακόλουθη:

pX(x) =



0.1, για x = 0.2

0.2, για x = 0.4

0.2, για x = 0.5

0.3, για x = 0.8

0.2, για x = 1

0, αλλού

(αʹ) Βρείτε το πεδίο τιµών της τ.µ. X.

(ϐʹ) Βρείτε την πιθανότητα P (X ≤ 0.5).

(γʹ) Βρείτε την πιθανότητα P (0.25 < X < 0.75).

(δʹ) Βρείτε την πιθανότητα P (X = 0.2 | X < 0.6).

Λύση:

(αʹ) Από την PMF ϐλέπουµε ότι οι πιθανές τιµές που µπορεί να πάρει η τ.µ. X είναι :

{0.2, 0.4, 0.5, 0.8, 1}.

(ϐʹ)

P (X ≤ 0.5) = P (X = 0.2) + P (X = 0.4) + P (X = 0.5) = 0.1 + 0.2 + 0.2 = 0.5.

(γʹ)

P (0.25 < X < 0.75) = P (X = 0.4) + P (X = 0.5) = 0.2 + 0.2 = 0.4.

(δʹ) Γνωρίζουµε ότι :

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Εποµένως :

P (X = 0.2 | X < 0.6) =
P (X = 0.2)

P (X < 0.6)
=

0.1

0.1 + 0.2 + 0.2
=

0.1

0.5
= 0.2.

΄Ασκηση 2

Μία τ.µ. X παίρνει τιµές {0, 1, 2, k} µε αντίστοιχες πιθανότητες
{

1
6 ,

1
5 ,

1
3 , a

}
.

(αʹ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα a.

(ϐʹ) Αν E[X] =
8

3
, να ϐρεθεί η τιµή k.

(γʹ) Με ϐάση τα ερωτήµατα (α), (ϐ), να υπολογιστεί η διασπορά της X, var(X).

Λύση
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(αʹ) Συνθήκη κανονικοποίησης :∑
x

pX(x) = 1 ⇒ 1

6
+

1

5
+

1

3
+a = 1 ⇒ 5

30
+

6

30
+

10

30
+a = 1 ⇒ 21

30
+a = 1 ⇒ a = 1− 21

30
=

9

30
=

3

10
.

(ϐʹ) Από τον ορισµό της αναµενόµενης τιµής :

E[X] =
∑
x

x pX(x) = 0 · 1
6
+ 1 · 1

5
+ 2 · 1

3
+ k · 3

10
=

1

5
+

2

3
+ k · 3

10
.

Θέτοντας E[X] =
8

3
,

3

10
k =

8

3
− 2

3
− 1

5
= 2− 1

5
=

9

5
⇒ k =

9

5
· 10
3

= 6.

(γʹ) Υπολογίζουµε E[X2]:

E[X2] =
∑
x

x2pX(x) = 02 · 1
6
+ 12 · 1

5
+ 22 · 1

3
+ 62 · 3

10
=

1

5
+

4

3
+

108

10
=

6

30
+

40

30
+

324

30
=

370

30
=

37

3
.

΄Αρα

var(X) = E[X2]− (E[X])2 =
37

3
−
(
8

3

)2

=
37

3
− 64

9
=

111− 64

9
=

47

9
.

΄Ασκηση 3

Γενετικές έρευνες έδειξαν πως το 5% των κατοίκων της Κρήτης διαθέτει το γονίδιο ‘της λεβεντιάς’. Επιλέγουµε
τυχαία 50 κατοίκους του νησιού.

(αʹ) Κατά µέσο όρο, πόσοι από αυτούς περιµένουµε να έχουν το συγκεκριµένο γονίδιο·

(ϐʹ) Χρησιµοποιήστε την προσέγγιση Poisson για να υπολογίσετε την πιθανότητα το πολύ 2 από αυτούς να το
έχουν.

Λύση

(αʹ) Κάθε άτοµο έχει επιτυχία (έχει το γονίδιο) µε πιθανότητα p = 0.05 ανεξάρτητα. Για n = 50 δοκιµές, η
διωνυµική τ.µ. X ∼ ∆(n = 50, p = 0.05) έχει µέση τιµή

E[X] = np = 50 · 0.05 = 2.5.

(ϐʹ) Για µικρό p και µέτριο np, η διωνυµική προσεγγίζεται από Poisson µε παράµετρο λ = np = 2.5. ΄Αρα

P (X ≤ 2) ≈
2∑

k=0

e−λ λk

k!
= e−2.5

(
1 + 2.5 +

2.52

2

)
= e−2.5 (1 + 2.5 + 3.125) = 6.625 e−2.5 ≈ 0.544.

Παρατήρηση: Η προσέγγιση Poisson είναι λογική εδώ, αφού p = 0.05 ≤ 0.1 και λ = np = 2.5 ≤ 5.

΄Ασκηση 4

(αʹ) Αν X ∼ Poisson(λ), υπολογίστε το E

[
1

X + 1

]
.

(ϐʹ) Αν X ∼ Bernoulli(p) και Y ∼ Bernoulli(q), υπολογίστε το E[(X + Y )3] όταν X,Y είναι ανεξάρτητες.

(γʹ) ΄Εστω X τ.µ. µε µέση τιµή E[X] = µ και διασπορά var(X) = σ2. Θέτουµε ∆(θ) = E[(X − θ)2]. Βρείτε το θ
που ελαχιστοποιεί το ∆(θ).

Λύση

(αʹ) Για X ∼ Poisson(λ), µε pX(k) = e−λλ
k

k!
:

E

[
1

X + 1

]
=

∞∑
k=0

1

k + 1
e−λλ

k

k!
= e−λ

∞∑
k=0

λk

(k + 1)!
=

e−λ

λ

∞∑
m=1

λm

m!
=

e−λ

λ

(
eλ − 1

)
=

1− e−λ

λ
.
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(ϐʹ) Εφόσον X,Y ∈ {0, 1}, έχουµε Xr = X και Y r = Y για κάθε r ≥ 1. Με ανεξαρτησία :

(X + Y )3 = X3 + 3X2Y + 3XY 2 + Y 3 = X + 3XY + 3XY + Y.

΄Αρα
E[(X + Y )3] = E[X] + 6E[XY ] + E[Y ] = p+ 6E[X]E[Y ] + q = p+ q + 6pq .

(γʹ) Αναπτύσσουµε:

∆(θ) = E[(X − θ)2] = E[X2]− 2θE[X] + θ2 = (σ2 + µ2)− 2θµ+ θ2.

Παραγώγιση ως προς θ:
d∆

dθ
= 2θ − 2µ ⇒ θ⋆ = µ .

Η ελάχιστη τιµή είναι ∆(θ⋆) = σ2 + µ2 − 2µ2 + µ2 = σ2 .

΄Ασκηση 5

Το ένα δέκατο των εργαλείων που κατασκευάζει µία εταιρεία είναι ελαττωµατικά. Υπολογίστε την πιθανότητα, σε
ένα τυχαίο δείγµα 10 εργαλείων, να ϐγουν 2 ακριβώς εργαλεία ελαττωµατικά:

(αʹ) Χρησιµοποιώντας τη ∆ιωνυµική Κατανοµή.

(ϐʹ) Προσεγγίζοντας τη ∆ιωνυµική Κατανοµή µε µία Κατανοµή Poisson.

Λύση

(αʹ) Σύµφωνα µε την εκφώνηση, η πιθανότητα επιλογής ελαττωµατικού εργαλείου είναι p = 0.1. Αν η τ.µ. X
παριστάνει το πλήθος των ελαττωµατικών σε δείγµα n = 10 εργαλείων, τότε X ∼ ∆(n = 10, p = 0.1) και

P (X = 2) =

(
10

2

)
0.12 0.98 = 45 · 0.01 · 0.43046721 ≈ 0.194 .

(ϐʹ) Η Poisson που προσεγγίζει αυτή τη διωνυµική έχει

λ = np = 10 · 0.1 = 1.

Γενικά, για X ∼ Ποι(λ) ισχύει

P (X = x) = e−λλ
x

x!
.

Στην περίπτωσή µας,

P (X = 2) ≈ e−1 1
2

2!
=

e−1

2
≈ 0.184 .

Παρατήρηση: Η προσέγγιση Poisson αποδίδει καλά όταν n είναι µεγάλο και p µικρό (p ≤ 0.1 ) µε λ = np
µέτριο.
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