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΄Ασκηση 1

΄Εστω µία διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ, µε συνάρτηση µάζας πιθανότητας (PMF ) την

ακόλουθη:

PX(x) =



0.1 για x = 0.2

0.2 για x = 0.4

0.2 για x = 0.5

0.3 για x = 0.8

0.2 για x = 1

0 αλλού

(α) Βρείτε το πεδίο τιµών της τ.µ. X.

(ϐ) Βρείτε την πιθανότητα P (X ≤ 0.5).
(γ) Βρείτε την πιθανότητα P (0.25 < X < 0.75).
(δ) Βρείτε την πιθανότητα P (X = 0.2|X < 0.6).

Λύση

(α) Από την PMF ϐλέπουµε ότι είναι οι πιθανές τιµές που µπορεί να πάρει η τ.µ. X
είναι : {0.2, 0.4, 0.5, 0.8, 1}

(ϐ)

P (X ≤ 0.5) = P (X = 0.2) + P (X = 0.4) + P (X = 0.5) = pX(0.2) + pX(0.4) + pX(0.5)

= 0.1 + 0.2 + 0.2 = 0.5
(γ)

P (0.25 < X < 0.75) = P (X = 0.4) + P (X = 0.5) = pX(0.4) + pX(0.5) = 0.2 + 0.2 = 0.4

(δ) Γνωρίζουµε ότι :

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
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Εποµένως,

P (X = 0.2|X < 0.6) =
P (X = 0.2 ∩X < 0.6)

P (X < 0.6)
=

P (X = 0.2)

P (X < 0.6)
=

pX(0.2)

pX(0.2) + pX(0.4) + pX(0.5)
=

0.1

0.1 + 0.2 + 0.2
= 0.2

΄Ασκηση 2

Το ένα δέκατο των εργαλείων που κατασκευάζει µία εταιρεία είναι ελαττωµατικά. Υπολο-

γίστε την πιθανότητα, σε ένα τυχαίο δείγµα 10 εργαλείων να ϐγουν 2 ακριβώς εργαλεία

ελαττωµατικά:

(α) Χρησιµοποιώντας τη ∆ιωνυµική κατανοµή. (ϐ) Προσεγγίζοντας τη ∆ιωνυµική κατανο-

µή µε την κατανοµή Poisson.

Λύση

(α) Σύµφωνα µε την εκφώνηση της άσκησης, η πιθανότητα επιλογής ελαττωµατικού ερ-

γαλείου είναι p = 0.1.

Εαν η τυχαία µεταβλητή X παριστάνει το πλήθος των ελαττωµατικών εργαλείων σε δείγµα

10 εργαλείων, τότε ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n = 10 και p = 0.1.

΄Εχουµε ότι :

P (X = 2) =

(
10

2

)
· 0.12 · 0.98 = 45 · 0.01 · 0.43 ≈ 0.194

(ϐ) Η κατανοµή Poisson που προσεγγίζει τη ∆ιωνυµική αυτή κατανοµή έχει :

λ = n · p = 10 · 0.1 = 1

΄Αρα, στην περίπτωση αυτή, έχουµε:

P (X = x) =
e−λ · λ

x

x!
και P (X = 2) =

e−1 · 12

2!
≈ 0.184

Παρατήρηση: Η προσέγγιση κατά Poisson, γενικά αποδίδει καλύτερα αποτελέσµατα

στις περιπτώσεις που n → ∞ και p → 0.
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΄Ασκηση 3

Η πιθανότητα να αντιδράσει άσχηµα ένας ασθενής σε µία ένεση είναι 0.001. Εάν η

ένεση γίνει σε 2000 ασθενείς, υπολογίστε την πιθανότητα να αντιδράσουν άσχηµα:

(α) Ακριβώς 3 ασθενείς. (ϐ) Περισσότεροι από 2 ασθενείς.

Λύση

΄Εστω τυχαία µεταβλητή X που παριστάνει το πλήθος των ασθενών που ϑα αντιδράσουν

άσχηµα. Η X έχει ∆ιωνυµική κατανοµή, αλλά, επειδή η ¨άσχηµη αντίδραση¨ είναι

σπάνιο γεγονός (συνδυαστικά µε το γεγονός ότι έχουµε ένα αρκούντως µεγάλο δείγµα

ασθενών), µπορούµε να δεχθούµε ότι ακολουθεί κατανοµή Poisson. Οπότε, έχουµε:

P (X = x) =
e−λ · λ

x

x!
, όπου λ = n · p = 2000 · 0.001 = 2

Με ϐάση την προσέγγιση αυτή, έχουµε:

(α)

P (X = 3) =
e−2 · 23

3!
≈ 0.18

(ϐ)

P (X > 2) = 1− [P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2)] = 1− (
e−2 · 20

0!
+

e−2 · 21

1!
+

e−2 · 22

2!
)

= 1− (
e−2 · 1

1
+

e−2 · 2
1

+
e−2 · 4

2
) = 1− 5e−2 ≈ 0.323

Παρατήρηση: ΄Ενας ακριβής υπολογισµός των ίδιων πιθανοτήτων µε τη χρήση της ∆ιωνυ-

µικής κατανοµής ϑα περιλάµβανε πολύ περισσότερο κόπο, δεδοµένων των πολύ µεγάλων

υπολογισµών που ϑα προέκυπταν.
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΄Ασκηση 4

Μία εξέταση που αποτελείται από 10 ερωτήσεις Σ/Λ, ολοκληρώνεται µέσα σε 2 λεπτά,

από την Μαρία την οποία την πήρε ο ύπνος κατά την διάρκεια της εξέτασης και ξύπνησε

2 λεπτά πριν την λήξη της. Η Μαρία, λόγω του λιγοστού χρόνου που της έχει µείνει,

απαντάει τυχαία και τις 10 ερωτήσεις.

(α) Βρείτε την µέση τιµή και την τυπική απόκλιση των ερωτήσεων που απάντησε σωστά

η Μαρία.

(ϐ) ∆εδοµένου ότι για να περάσει η Μαρία το µάθηµα, πρέπει να απαντήσει σωστά του-

λάχιστον 7 ερωτήσεις, ποιά η πιθανότητα η Μαρία να µην έχει κοπεί ;

Λύση

(α) ΄Εστω Χ, η διακριτή τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το πλήθος των σωστών απαντήσεων

που έδωσε η Μαρία. Η X ακολουθεί ∆ιωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n = 10 και

p = 0.5 (εφόσον απαντάει τυχαία). Εποµένως έχουµε:

E[X] = np = 10 ∗ 0.5 = 5

var(X) = np(1− p) = 10 ∗ 0.52 = 2.5

σ =
√
var(X) =

√
2.5 = 1.58

(ϐ) Η πιθανότητα να περάσει η Μαρία το µάθηµα είναι :

P (X ≥ 7) = 1− P (X < 7) = 1− (pX(0) + pX(1) + ...+ pX(6)) = 0.172

=

PX(0) =

(
10

0

)
0.50(1− 0.5)10−0 = 0.001

PX(1) =

(
10

1

)
0.51(1− 0.5)10−1 = 0.01

PX(2) =

(
10

2

)
0.50(1− 0.5)10−2 = 0.044

...
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΄Ασκηση 5

Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τ.µ. X, Y δίνεται από τον παρακάτω πίνακα:

y = 3 c c 2c
y = 2 2c 0 4c
y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(α) Βρείτε την τιµή της σταθεράς c.
(ϐ) Βρείτε την P (Y < X).
(γ) Βρείτε την P (Y > X).
(δ) Βρείτε την P (Y = X).
(ε) Βρείτε την P (Y = 3).
(στ) Βρείτε τις περιθωριακές συναρτήσεις πιθανότητας pX(x) και pY (y).
(Ϲ) Βρείτε τις µέσες τιµές E[X], E[Y ].
(η) Βρείτε τις διασπορές var(X), var(Y ).
(ϑ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (X = Y | X ≤ Y ).

Λύση

(α) Ισχύει : ∑
x

∑
y

pX,Y (x, y) = 1

΄Ετσι, προσθέτουµε όλες τις τιµές του πίνακα και ϑέτουµε το άθροισµα ίσο µε 1.

20c = 1 → c =
1

20
.

(ϐ)P (Y < X) = c+ 6c+ 4c = 11c = 11/20.

y = 3 c c 2c
y = 2 2c 0 4c
y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3
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(γ) P (Y > X) = 2c+ c+ c = 4c = 1/5.

y = 3 c c 2c
y = 2 2c 0 4c
y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(δ) P (Y = X) = 1 − P (Y < X) − P (Y > X) = 1 − 11
20

− 1
5
= 1/4 (ε) P (Y = 3) =

c+ c+ 2c = 4c = 1/5.

y = 3 c c 2c
y = 2 2c 0 4c
y = 1 3c c 6c

x = 1 x = 2 x = 3

(στ)

pX(x) =


3/10, x = 1
1/10, x = 2
3/5, x = 3

pY (y) =


1/2, y = 1
3/10, y = 2
1/5, y = 3

(Ϲ)

E[X] =
3

10
· 1 + 1

10
· 2 + 3

5
· 3 = 2.3

E[Y ] =
1

2
· 1 + 3

10
· 2 + 1

5
· 3 = 1.7

(η)

E[X2] =
3

10
· 1 + 1

10
· 4 + 3

5
· 9 = 6.1

E[Y 2] =
1

2
· 1 + 3

10
· 4 + 1

5
· 9 = 3.5

var(X) = E[X2]− (E[X])2 = 6.1− 2.32 = 0.81

var(Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 3.5− 1.72 = 0.61

(ϑ) Για την πιθανότητα P (X = Y |X ≤ Y ) έχω:

P (X = Y |X ≤ Y ) =
P (X = Y ∩X ≤ Y )

P (X ≤ Y )

=
pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 2) + pX,Y (3, 3)

pX,Y (1, 2) + pX,Y (1, 3) + pX,Y (2, 3) + pX,Y (1, 1) + pX,Y (2, 2) + pX,Y (3, 3)

(3 + 0 + 2)/20

(2 + 1 + 1 + 3 + 0 + 2)/20
=

5
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