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΄Ασκηση 1

Τρεις εργάτες, οι Α, Β, Γ εργάζονται σε µια ϐιοτεχνία. Από ένα συγκεκριµένο είδος συσκευών ο Α κατασκευάζει το
50%, ο Β το 30%, ο Γ το 20%. Από αυτές τις συσκευές που κατασκευάζει ο Α, το 2% ϐγαίνουν ελαττωµατικές. Τα
αντίστοιχα ποσοστά για τους Β και Γ είναι 3% και 5%. Αγοράζουµε µια συσκευή και είναι ελαττωµατική. Βρείτε
την πιθανότητα να την έχει κατασκευάσει ο Α.

Λύση

΄Εστω τα ενδεχόµενα:
A = {µια συσκευή έχει κατασκευαστεί από τον Α}
B = {µια συσκευή έχει κατασκευαστεί από τον Β}
Γ = {µια συσκευή έχει κατασκευαστεί από τον Γ}
E = {µια συσκευή είναι ελαττωµατική}

΄Αρα ξέρουµε ότι
P (A) = 0.5, P (B) = 0.3, P (Γ ) = 0.2, P (E|A) = 0.02, P (E|B) = 0.03, και P (E|Γ ) = 0.05.
Εµείς ψάχνουµε την πιθανότητα P (A|E). Εφαρµόζοντας τον κανόνα Bayes και το ΘΟΠ, έχουµε

P (A|E) =
P (E|A)P (A)

P (E)
=

P (E|A)P (A)

P (A|E)P (A) + P (B|E)P (B) + P (Γ |E)P (Γ )
=

0.02 · 0.5
0.02 · 0.5 + 0.03 · 0.3 + 0.05 · 0.2

≈ 0.34

΄Ασκηση 2

Μια ϕυλή Βεδουίνων ψάχνει να ϐρει νερό στην έρηµο. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούν το σοφό της ϕυλής, ο
οποίος µε την εµπειρία του και το µαγικό ϱαβδί του µπορεί να εντοπίζει το νερό µε πιθανότητα 0.93, δηλαδή αν
υπάρχει νερό σε ένα σηµείο ϑα το ϐρει µε πιθανότητα 93%. Επίσης, ο σοφός κάνει λάθος και λέει ότι ϐρήκε νερό
όταν δεν υπάρχει νερό στο 12% των περιπτώσεων. ΄Εστω η εκ των προτέρων (a priori) πιθανότητα ύπαρξης νερού
σε οποιοδήποτε σηµείο στην έρηµο είναι 0.05.

1. Αν κάποια στιγµή ο σοφός ϕωνάξει «ϐρήκα νερό», ποιά η πιθανότητα πραγµατικά να υπάρχει νερό·

2. Αν ϕωνάξει «δεν υπάρχει νερό εδώ», ποια η πιθανότητα πραγµατικά να µην υπάρχει νερό·

Λύση

΄Εστω Ν το ενδεχόµενο υπάρχει νερό και Σ το ενδεχόµενο ο σοφός να πει ότι ϐρήκε νερό. Ισχύουν :

P (Σ |N) = 0.93, P (Σ |N c) = 0.12, P (N) = 0.05

P (Σ ) = P (Σ |N)P (N) + P (Σ |N c)P (N c) = 0.93 · 0.05 + 0.12 · 0.95 = 0.1605

1. P (N |Σ ) = P (Σ |N)P (N)
P (Σ) = 0.93·0.05

0.1605 = 0.2897

2. P (N c|Σ c) = P (Σc|Nc)P (Nc)
P (Σc) = (1−P (Σ |Nc))P (Nc)

1−P (Σ) = (1−0.12)·0.95
1−0.1605 = 0.996
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΄Ασκηση 3

1. Από τους ασθενείς που νοσηλεύονται σε µια κλινική, το 60% έχει καρδιακή ανεπάρκεια, το 50% έχει πνευ-
µονική ανεπάρκεια και το 35% έχει και τα δύο. Βρείτε τις πιθανότητες :

(α) ΄Ενας ασθενής να έχει καρδιακή ανεπάρκεια, αν έχει πνευµονική ανεπάρκεια.

(ϐ) ΄Ενας ασθενής να έχει καρδιακή ανεπάρκεια, αν δεν έχει πνευµονική ανεπάρκεια.

(γ) ΄Ενας ασθενής να έχει καρδιακή ανεπάρκεια, αν είναι γνωστό ότι δεν έχει και τα δύο προβλήµατα.

Λύση

1. ΄Εστω τα ενδεχόµενα:

K = {΄Ενας ασθενής έχει καρδιακή ανεπάρκεια}
Π = {΄Ενας ασθενής έχει πνευµονική ανεπάρκεια}

Τότε, ξέρουµε ότι :

P (K) =
60

100
= 0.6, P (Π) =

50

100
= 0.5, P (K ∩Π) =

35

100
= 0.35

(α) Ψάχνουµε την πιθανότητα P (K|Π). ΄Αρα, από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε:

P (K|Π) =
P (K ∩Π)

P (Π)
=

0.35

0.5
= 0.7

(ϐ) Ψάχνουµε την πιθανότητα P (K|Πc). ΄Αρα, από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε:

P (K|Πc) =
P (K ∩Πc)

P (Πc)

Για 2 ενδεχόµενα K, Π ξέρουµε ότι ισχύει :

K ∩Πc = K −Π

και

P (K −Π) = P (K)− P (K ∩Π)

΄Αρα, έχουµε:

P (K|Πc) =
P (K)− P (K ∩Π)

1− P (Π)
=

0.6− 0.35

1− 0.5
=

0.25

0.5
= 0.5

(γ) Ψάχνουµε την πιθανότητα P (K|(K ∩ Π)c). ΄Αρα, από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχου-
µε :

P (K|(K ∩Π)c) =
P (K ∩ (K ∩Π)c)

P ((K ∩Π)c)
=

P (K)− P (K ∩Π)

1− P (K ∩Π)
=

0.6− 0.35

1− 0.35
=

0.25

0.65
≈ 0.38

΄Ασκηση 4

(αʹ) ΄Ενα κουτί περιέχει 15 κόκκινες και 5 άσπρες µπάλες. Επιλέγουµε τυχαία 2 µπάλες, χωρίς επανάθε-
ση. Να υπολογιστούν οι πιθανότητες :

(α) Και οι 2 επιλεγµένες µπάλες είναι άσπρες.
(ϐ) Η 1η επιλεγµένη µπάλα είναι κόκκινη και η 2η επιλεγµένη µπάλα είναι άσπρη.

(ϐʹ) ΄Ενα στα 1000 άτοµα ενός πληθυσµού πάσχει από µία ασθένεια. Η εξέταση που πραγµατοποιείται για
τη διάγνωση της ασθένειας δίνει λάθος διάγνωση στο 1% των περιπτώσεων, αν το άτοµο που υποβάλ-
λεται στην εξέταση πάσχει όντως από την ασθένεια, και στο 2%, αν το άτοµο που υποβάλλεται στην
εξέταση δεν πάσχει από την ασθένεια.
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(α) Να ϐρεθεί η πιθανότητα ϑετικού αποτελέσµατος εξέτασης σε κάποιο άτοµο του πληθυσµού.
(ϐ) Αν για κάποιο άτοµο του πληθυσµού η εξέταση ήταν ϑετική, να υπολογιστεί η πιθανότητα αυτό να

πάσχει πράγµατι από την ασθένεια.

Λύση

(αʹ) (α) ΄Εστω P (A1) η πιθανότητα η 1η µπάλα να είναι άσπρη. Τότε, ϑα ισχύει ότι :

P (A1) =
5

20

∆εδοµένου ότι η 1η µπάλα είναι άσπρη, πλέον ϑα υπάρχουν 19 µπάλες στο κουτί, από τις οποίες
µόνο οι 4 ϑα είναι άσπρες. Η πιθανότητα ότι και η 2η µπάλα που επιλέγεται είναι άσπρη είναι η
ακόλουθη:

P (A2|A1) =
4

19

Χρησιµοποιώντας τον Πολλαπλασιαστικό Νόµο, η πιθανότητα ότι και οι 2 µπάλες που επιλέγονται
τυχαία είναι άσπρες ϑα είναι ίση µε :

P (A1 ∩A2) = P (A2|A1) · P (A1) =
5

20
· 4

19
=

1

19

(ϐ) ΄Εστω P (K1) η πιθανότητα η 1η µπάλα να είναι κόκκινη. Τότε, ϑα ισχύει ότι :

P (K1) =
15

20

∆εδοµένου ότι η 1η µπάλα είναι κόκκινη, πλέον ϑα υπάρχουν 19 µπάλες στο κουτί, από τις οπο-
ίες οι 5 ϑα είναι άσπρες. Η πιθανότητα ότι η 2η µπάλα που επιλέγεται τυχαία είναι άσπρη είναι η
ακόλουθη:

P (A2|K1) =
5

19

Χρησιµοποιώντας τον Πολλαπλασιαστικό Νόµο, η πιθανότητα ότι η 1η µπάλα είναι κόκκινη και η
2η άσπρη ϑα είναι ίση µε :

P (K1 ∩A2) = P (A2|K1) · P (K1) =
5

19
· 15
20

=
15

76

(ϐʹ) Θεωρούµε τα εξής ενδεχόµενα:

A : {Το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι αρνητικό}
Θ : {Το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι ϑετικό}

B : {΄Ενα τυχαίο άτοµο του πληθυσµού πάσχει από την ασθένεια}

Τότε, ξέρουµε ότι :

P (B) =
1

1000
= 0.001, P (Bc) =

999

1000
= 0.999

P (A|B) = 0.01, P (Θ|B) = 0.99

P (A|Bc) = 0.98, P (Θ|Bc) = 0.02

(α) Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας, η πιθανότητα το αποτέλεσµα της εξέτασης να προ-
κύψει ϑετικό ϑα είναι :

P (Θ) = P (Θ|B) · P (B) + P (Θ|Bc) · P (Bc) = 0.99 · 0.001 + 0.02 · 0.999 = 0.02097

(ϐ) Σύµφωνα µε τον Κανόνα του Bayes, αν το αποτέλεσµα της εξέτασης είναι ϑετικό, η πιθανότητα να
πάσχει πράγµατι το άτοµο από την ασθένεια ϑα είναι :

P (B|Θ) =
P (Θ|B) · P (B)

P (Θ|B) · P (B) + P (Θ|Bc) · P (Bc)
=

P (Θ|B) · P (B)

P (Θ)
=

0.99 · 0.001
0.02097

≈ 0.047
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