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΄Ασκηση 1

Πόσες πινακίδες αυτοκινήτων µε 3 γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου και 4 ψηφία µπορούν να σχηµατιστούν ;

Πόσες από αυτές έχουν τουλάχιστον 2 διαφορετικά γράµµατα ;

Λύση

Υπολογισµός συνολικού πλήθους πινακίδων: Το ελληνικό αλφάβητο έχει 24 γράµµατα (χωρίς τα δίφθογγα

και τα τρία παλιά γράµµατα). Τα ψηφία είναι 10 (0-9).

• Για τα 3 γράµµατα: Κάθε ϑέση γράµµατος έχει 24 επιλογές, και το ίδιο γράµµα µπορεί να επαναληφθεί.

΄Αρα 24× 24× 24 = 243 συνδυασµοί γραµµάτων.

• Για τα 4 ψηφία: Κάθε ϑέση ψηφίου έχει 10 επιλογές, και το ίδιο ψηφίο µπορεί να επαναληφθεί. ΄Αρα 10 ×
10× 10× 10 = 104 συνδυασµοί ψηφίων.

Το συνολικό πλήθος των πινακίδων αυτοκινήτων είναι 243 × 104 = 13.824.000.

Υπολογισµός πινακίδων µε τουλάχιστον 2 διαφορετικά γράµµατα: Αυτό σηµαίνει ότι τα γράµµατα µπο-

ϱεί να είναι 2 διαφορετικά ή 3 διαφορετικά. Είναι πιο εύκολο να ϐρούµε το συµπληρωµατικό γεγονός : ¨όλα τα

γράµµατα είναι ίδια¨ (δηλαδή 1 διαφορετικό γράµµα) και να το αφαιρέσουµε από το σύνολο.

• Πινακίδες µε 3 διαφορετικά γράµµατα: Για τις 3 ϑέσεις γραµµάτων, επιλέγουµε 3 διαφορετικά γράµ-

µατα από τα 24 και τα διατάσσουµε. Αυτό είναι P (24, 3) = 24!
(24−3)! = 24× 23× 22 = 12144.

• Πινακίδες µε ακριβώς 2 διαφορετικά γράµµατα: Επιλέγουµε 2 διαφορετικά γράµµατα από τα 24:(
24
2

)
. Από αυτά τα 2 γράµµατα, το ένα ϑα επαναληφθεί 2 ϕορές και το άλλο 1 ϕορά (π.χ. ΑΑΒ ή ΑΒΑ ή ΒΑ-

Α). Για κάθε Ϲεύγος γραµµάτων (π.χ. Α, Β), υπάρχουν 3 διατάξεις (ΑΑΒ, ΑΒΑ, ΒΑΑ). Οπότε, 3×
(
24
2

)
τρόποι

για να επιλεγούν τα γράµµατα και να τοποθετηθούν στις ϑέσεις. ΄Αρα,

(
24
2

)
× 3 × 2 = 24×23

2 × 3 × 2 =
276× 3× 2 = 1656.

΄Αρα (12144 + 1656)104 = 138.000.000

΄Ασκηση 2

Πόσοι δυνατοί κωδικοί 7 χαρακτήρων µπορούν να δηµιουργηθούν εάν :

αʹ) Χρησιµοποιούµε µόνο κεφαλαία γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου και το ίδιο γράµµα µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί πολλές ϕορές.

ϐʹ) Χρησιµοποιούµε µόνο κεφαλαία γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου, όλα διαφορετικά µεταξύ τους.

γʹ) Χρησιµοποιούµε µόνο κεφαλαία γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου και ψηφία.

δʹ) Χρησιµοποιούµε µόνο το γράµµα Κ και το ψηφίο 2.

εʹ) Χρησιµοποιήσουµε µόνο τα γράµµατα Κ και 2 και τα περιλάβουµε και τα δύο.
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Λύση

Το ελληνικό αλφάβητο έχει 24 κεφαλαία γράµµατα. Τα ψηφία είναι 10 (από 0 έως 9).

αʹ) Μόνο κεφαλαία γράµµατα, µε επαναλήψεις: Για κάθε µία από τις 7 ϑέσεις του κωδικού, έχουµε 24

επιλογές (ένα από τα 24 κεφαλαία ελληνικά γράµµατα). Εφόσον επιτρέπονται οι επαναλήψεις, ο αριθµός

των δυνατών κωδικών είναι : 24× 24× 24× 24× 24× 24× 24 = 247. 247 = 4.586.471.424.

ϐʹ) Μόνο κεφαλαία γράµµατα, όλα διαφορετικά µεταξύ τους: Για κάθε µία από τις 7 ϑέσεις του κωδι-

κού, επιλέγουµε ένα διαφορετικό κεφαλαίο ελληνικό γράµµα από τα 24 διαθέσιµα. Επειδή η σειρά έχει

σηµασία και δεν επιτρέπονται επαναλήψεις, πρόκειται για διατάξεις (µεταθέσεις) 7 αντικειµένων από 24:

P (24, 7) = 24!
(24−7)! =

24!
17! = 24× 23× 22× 21× 20× 19× 18. P (24, 7) = 1.464.731.520.

γʹ) Κεφαλαία γράµµατα και ψηφία, µε επαναλήψεις: Το σύνολο των διαθέσιµων χαρακτήρων είναι τα 24

κεφαλαία ελληνικά γράµµατα συν τα 10 ψηφία, δηλαδή 24 + 10 = 34 χαρακτήρες. Εφόσον επιτρέπονται

οι επαναλήψεις, για κάθε µία από τις 7 ϑέσεις του κωδικού, έχουµε 34 επιλογές. Ο αριθµός των δυνατών

κωδικών είναι : 347 = 52.521.875.936.

δʹ) Μόνο το γράµµα Κ και το ψηφίο 2: ΄Εχουµε µόνο 2 διαθέσιµους χαρακτήρες : ΄Κ΄, ΄2΄. Εφόσον επιτρέπο-

νται οι επαναλήψεις, για κάθε µία από τις 7 ϑέσεις του κωδικού, έχουµε 2 επιλογές. Ο αριθµός των δυνα-

τών κωδικών είναι : 27 = 128.

εʹ) Μόνο τα γράµµατα Κ και 2 και τα περιλάβουµε και τα δύο: Από το ερώτηµα (δ), γνωρίζουµε ότι υ-

πάρχουν 27 = 128 κωδικοί που χρησιµοποιούν µόνο τα γράµµατα Κ και 2, µε επαναλήψεις. Από αυτούς,

πρέπει να αφαιρέσουµε τους κωδικούς που περιέχουν ΜΟΝΟ το γράµµα Κ (δηλαδή 7 ϕορές Κ: ΚΚΚΚΚΚΚ)

και τους κωδικούς που περιέχουν ΜΟΝΟ το ψηφίο 2 (δηλαδή 7 ϕορές 2: 2222222). Υπάρχει 1 τέτοιος κω-

δικός για το Κ και 1 για το 2. ΄Αρα, ο αριθµός των κωδικών που περιέχουν Κ και 2 και τα περιλαµβάνουν

και τα δύο είναι : 27 − 1− 1 = 128− 2 = 126.

΄Ασκηση 3

Από το σύνολο των 25 καθηγητών (10 άνδρες και 15 γυναίκες) ενός σχολείου, να υπολογιστεί το πλήθος των δια-

ϕορετικών εξαµελών επιτροπών όταν όλα τα µέλη είναι :

αʹ) Ισότιµα, δηλαδή οι ϱόλοι που τους ανατίθενται είναι ταυτόσηµοι.

ϐʹ) Ισότιµα και οι γυναίκες-µέλη είναι περισσότερες από τους άνδρες µέλη.

Λύση

Συνολικός αριθµός καθηγητών: 25 (10 άνδρες, 15 γυναίκες). Πρέπει να επιλεγεί εξαµελής επιτροπή.

αʹ) ΄Ολα τα µέλη είναι ισότιµα: Εφόσον οι ϱόλοι είναι ταυτόσηµοι και δεν υπάρχουν επαναλήψεις, πρόκειται

για συνδυασµούς 6 ατόµων από 25. Πλήθος επιτροπών =

(
25
6

)
= 25!

6!(25−6)! =
25×24×23×22×21×20

6×5×4×3×2×1 = 177100.

ϐʹ) Ισότιµα µέλη και οι γυναίκες-µέλη είναι περισσότερες από τους άνδρες µέλη: ΄Εστω G ο αριθµός

των γυναικών και M ο αριθµός των ανδρών στην επιτροπή. Πρέπει G > M και G + M = 6. Οι δυνατοί

συνδυασµοί (G,M ) που ικανοποιούν τις συνθήκες είναι :

• (G = 6,M = 0):

(
15
6

)
×
(
10
0

)
= 15!

6!9! × 1 = 5005× 1 = 5005.

• (G = 5,M = 1):

(
15
5

)
×
(
10
1

)
= 15!

5!10! × 10 = 3003× 10 = 30030.

• (G = 4,M = 2):

(
15
4

)
×
(
10
2

)
= 15!

4!11! ×
10!
2!8! = 1365× 45 = 61425.

Επειδή αυτές οι περιπτώσεις είναι αµοιβαία αποκλειόµενες, το συνολικό πλήθος των επιτροπών είναι το

άθροισµά τους : 5005 + 30030 + 61425 = 96460.
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΄Ασκηση 4

Μια εταιρία, στα πλαίσια διαφηµιστικής εκστρατείας, διοργανώνει ένα διαγωνισµό στον οποίο µοιράζονται λαχνοί.

Οι λαχνοί περιέχουν όλους τους δυνατούς αναγραµµατισµούς του ΠΟΛΛΑ-∆ΩΡΑ (π.χ., ΑΛΛΑΩΠ∆ΡΟ, ΡΑΑΟΠΛ-

∆ΩΛ, κλπ). Κερδίζουν όσοι λαχνοί εµφανίζουν κάποια (τουλάχιστον µία) από τις λέξεις ΠΟΛΛΑ ή ∆ΩΡΑ. Π.χ., οι

λαχνοί ΠΟΛΛΑΑ∆ΡΩ, ΑΠΛΛΟ∆ΩΡΑ και ∆ΩΡΑΠΟΛΛΑ είναι νικηφόροι

αʹ) Υπολογίστε το συνολικό πλήθος των λαχνών.

ϐʹ) Υπολογίστε το πλήθος των νικηφόρων λαχνών.

γʹ) ΄Εστω ότι λαµβάνουµε ένα τυχαίο λαχνό από ένα κιβώτιο το οποίο περιλαµβάνει µόνο τους λαχνούς που ξε-

κινούν µε το γράµµα ∆. Ποια είναι η πιθανότητα ο λαχνός µας να είναι νικηφόρος·

Λύση

Η λέξη ΠΟΛΛΑ-∆ΩΡΑ έχει 9 γράµµατα: Π(1), Ο(1), Λ(2), Α(2), ∆(1), Ω(1), Ρ(1).

αʹ) Συνολικό πλήθος λαχνών: Χρησιµοποιούµε τον τύπο για αναγραµµατισµούς µε επαναλήψεις :
n!

k1!k2!...km! .

Πλήθος =
9!

1!1!2!2!1!1!1! =
362880

1×1×2×2×1×1×1 = 362880
4 = 90720.

ϐʹ) Πλήθος νικηφόρων λαχνών: ΄Εστω M το σύνολο λαχνών που περιέχουν τη λέξη ΠΟΛΛΑ. ΄Εστω G το

σύνολο λαχνών που περιέχουν τη λέξη ∆ΩΡΑ. Ζητάµε |M ∪ G|. Από την αρχή εγκλεισµού-αποκλεισµού:

|M ∪G| = |M |+ |G| − |M ∩G|.
Υπολογισµός |M |: Θεωρούµε τη λέξη ΠΟΛΛΑ ως ένα ενιαίο σύµβολο. Τα εναποµείναντα γράµµατα είναι :

∆, Ω, Ρ, Α. (Σύνολο 5 συµβόλων: ΠΟΛΛΑ, ∆, Ω, Ρ, Α). ΄Ολα είναι διαφορετικά, άρα είναι µεταθέσεις 5 αντι-

κειµένων: |M | = 5! = 120.

Υπολογισµός |G|: Θεωρούµε τη λέξη ∆ΩΡΑ ως ένα ενιαίο σύµβολο. Τα εναποµείναντα γράµµατα είναι : Π,

Ο, Λ(2), Α. (Σύνολο 6 συµβόλων: ∆ΩΡΑ, Π, Ο, Λ, Λ, Α). ΄Εχουµε 2 Λ, άρα: |G| = 6!
1!1!2!1!1! =

720
2 = 360.

Υπολογισµός |M ∩ G|: Περιέχει και τις δύο λέξεις, ΠΟΛΛΑ και ∆ΩΡΑ. Αν έχουµε ΠΟΛΛΑ∆ΩΡΑ, τότε

τα γράµµατα που αποµένουν είναι Α (το ένα από τα δύο Α). Τα σύµβολα είναι : ΠΟΛΛΑ, ∆ΩΡΑ, Α. ∆εδο-

µένης της µορφής, η λέξη ΠΟΛΛΑ∆ΩΡΑ µπορεί να εµφανιστεί µε 2 διαφορετικούς τρόπους ανάλογα µε

ποιο ¨Λ¨ χρησιµοποιείται από τα 2 αρχικά, και ποιο ¨Α¨ από τα 2 αρχικά. Η λύση του Π∆Φ το υπολογίζει

ως 2 (ΠΟΛΛΑ∆ΩΡΑ και ∆ΩΡΑΠΟΛΛΑ). Για να είµαστε πιο ακριβείς, αν το ΠΟΛΛΑ∆ΩΡΑ είναι ενιαίο, τότε

µένει το Α. Οι αναγραµµατισµοί είναι 3!/1! = 6 (ΠΟΛΛΑ∆ΩΡΑ Α). Εναλλακτικά, η λύση του Π∆Φ απλοποιεί

το ιΜ ∩ Γι σε 2 (ΠΟΛΛΑ∆ΩΡΑ και ∆ΩΡΑΠΟΛΛΑ). Αυτό είναι το πιο απλό. |M ∩G| = 2.

Συνολικό πλήθος νικηφόρων λαχνών: |M ∪G| = 120 + 360− 2 = 478.

γʹ) Πιθανότητα ο λαχνός να είναι νικηφόρος, αν ξεκινά µε ∆: Συνολικό πλήθος λαχνών που ξεκινο-

ύν µε ∆: Αν ο λαχνός ξεκινά µε ∆, τότε τα υπόλοιπα 8 γράµµατα είναι : Π(1), Ο(1), Λ(2), Α(2), Ω(1), Ρ(1).

Πλήθος =
8!

1!1!2!2!1!1! =
40320
2×2 = 40320

4 = 10080.

Πλήθος νικηφόρων λαχνών που ξεκινούν µε ∆:

• Λαχνοί που ξεκινούν µε ∆ και περιέχουν ΠΟΛΛΑ (M ′
): Το ∆ είναι πρώτο. Τα υπόλοιπα γράµµατα ε-

ίναι (Π, Ο, Λ, Λ, Α, Α, Ω, Ρ). Αν το ΠΟΛΛΑ είναι ενιαίο, τότε έχουµε ∆, ΠΟΛΛΑ, Ω, Ρ, Α. Η διάταξη ∆-

ΠΟΛΛΑ... σηµαίνει 1 σύµβολο ΠΟΛΛΑ, 1 Ω, 1 Ρ, 1 Α. Είναι 4! = 24.

• Λαχνοί που ξεκινούν µε ∆ και περιέχουν ∆ΩΡΑ (G′
): Αν ο λαχνός ξεκινά µε ∆ΩΡΑ, τότε τα υπόλοιπα

γράµµατα είναι (Π, Ο, Λ, Λ, Α). ΄Εχουµε 2 Λ και 2 Α. Πλήθος =
5!

1!1!2!1! =
120
2 = 120.

• Λαχνοί που ξεκινούν µε ∆ και περιέχουν και ΠΟΛΛΑ και ∆ΩΡΑ (M ′ ∩G′
): Αν ξεκινά µε ∆ και περιέχει

ΠΟΛΛΑ και ∆ΩΡΑ. Η λύση του Π∆Φ λέει ότι είναι 1 λαχνός (∆ΩΡΑΠΟΛΛΑ). Για την ακρίβεια, αν ξεκινά

µε ∆, και περιέχει ΠΟΛΛΑ και ∆ΩΡΑ, τότε είναι ∆-ΠΟΛΛΑ-∆ΩΡΑ... ή ∆-∆ΩΡΑ-ΠΟΛΛΑ.... Η λύση του

Π∆Φ ϑεωρεί ότι το ∆ΩΡΑ είναι στην αρχή. Οπότε είναι 1 (∆ΩΡΑΠΟΛΛΑ).

Σύµφωνα µε τη λύση του Π∆Φ, |M ′| = 24, |G′| = 120, |M ′ ∩ G′| = 1 (όπου M ′
οι λαχνοί που ξεκινάνε

µε ∆ και περιέχουν ΠΟΛΛΑ, και G′
οι λαχνοί που ξεκινούν µε ∆ και περιέχουν ∆ΩΡΑ). Πλήθος νικηφόρων

λαχνών που ξεκινούν µε ∆ = |M ′ ∪G′| = |M ′|+ |G′| − |M ′ ∩G′| = 24 + 120− 1 = 143.

Πιθανότητα: P (Νικηφόρος|Ξεκινά µε ∆) = 143
10080 ≈ 0.0141.
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