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Θέµα 1 - 20 µονάδες. Πιθανότητες µε απλές συνεχείς τ.µ.
Η διάρκεια αποστολής ενός SMS σε δευτερόλεπτα έχει οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [1, 3]
και η διάρκεια αποστολής ενός MMS έχει εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή τα 8 δευτερόλεπτα.
Στέλνουµε, σε τρεις ανεξάρτητες αποστολές, 2 SMS και ένα MMS.

(α) Ποια είναι η µέση τιµή της συνολικής διάρκειας αποστολής ;
(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα και τα 2 SMS να έχουν διάρκεια πάνω από 2 δευτερόλεπτα το καθένα ;
(γ) Ποια είναι η πιθανότητα το MMS να έχει διάρκεια µεγαλύτερη από τη µέση τιµή της συνολικής
διάρκειας των 2 SMS;
(δ) ∆εδοµένου ότι το MMS έχει διάρκεια πάνω από 10 δευτερόλεπτα, ποια η πιθανότητα να διαρκέσει
µεταξύ 10 και 20 δευτερολέπτων ;

Θέµα 2 - 20 µονάδες. Συνεχείς τ.µ., ΘΟΠ, ανεξαρτησία και κανόνας του Bayes
΄Εστω µία διακριτή τ.µ. X η οποία παίρνει τις τιµές 1, 2 και 3, µε πιθανότητα 1/3 την καθεµία.
∆εδοµένου ότι X = a (a = 1, 2, 3), ορίζουµε δύο συνεχείς τ.µ. Y1 και Y2, οι οποίες είναι ανεξάρτητες

µεταξύ τους και ακολουθούν και οι δύο οµοιόµορφη κατανοµή στο συνεχές διάστηµα [0, a].

(α) Υπολογίστε την πιθανότητα του γεγονότος {Y1 ≤ 1/2}.
(ϐ) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.)
της τ.µ. Y1.
(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα του γεγονότος {Y1 ≤ 1/2, Y2 ≤ 1/2} δεδοµένου ότι
X = 1.
(δ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα του γεγονότος X = 1 δεδοµένου ότι {Y1 ≤ 1/2, Y2 ≤
1/2}.

Θέµα 3 - 20 µονάδες. Γκαουσιανή Κατανοµή.
Σφάλµα συγχρονισµού αισθητήρων. Σε ένα σύστηµα παρακολούθησης, δύο αισθητήρες ϑα έπρε-
πε ιδανικά να καταγράφουν ένα γεγονός την ίδια χρονική στιγµή. Λόγω ϑερµικού ϑορύβου, κάθε
καταγραφή του πρώτου αισθητήρα παρουσιάζει χρονικό σφάλµα X (σε ms, χιλιοστά του δευτερο-
λέπτου), ενώ κάθε καταγραφή του δεύτερου αισθητήρα παρουσιάζει χρονικό σφάλµα Y . Οι τυχαίες
µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν κανονικές κατανοµές : Η τ.µ. X ακολουθεί
Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διασπορά 0.04,X ∼ N(0, 0.04), ενώ η τ.µ. Y ακολουθεί
Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή 0 και διασπορά 0.01, Y ∼ N(0, 0.01). Το σύστηµα πραγ-
µατοποιεί 100 ανεξάρτητες καταγραφές και σε κάθε καταγραφή το σφάλµα συγχρονισµού είναι :
Z = X − Y

(α) Να προσδιορίσετε την κατανοµή της τ.µ. Z.
(ϐ) Να υπολογίσετε τη µέση τιµή και τη διασπορά του µέσου συνολικού σφάλµατος

W =
1

100

100∑
i=1

Zi

όπου Zi είναι το σφάλµα της i-οστής καταγραφής.
(γ) Ποια είναι η πιθανότητα το µέσο σφάλµα συγχρονισµού να ξεπερνά σε απόλυτη τιµή τα 0.05 ms,
δηλαδή P (|W | > 0.05); Εκφράστε την απάντησή σας µε ϐάση τιµές της αθροιστικής συνάρτησης
κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής, Φ(·).
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Θέµα 4 - 25 µονάδες. Από κοινού κατανοµές.

Οι συνεχείς τ.µ. X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.):

fX,Y (x, y) =

{
c για 0 ≤ x ≤ y ≤ 3,
0 αλλού.

΄Εστω τα δύο γεγονότα A = {Y ≤ 2} και B = {X + Y ≥ 3}.

(α) ∆ώστε τη γραφική παράσταση της από κοινού σ.π.π. και υπολογίστε τη σταθερά c.
(ϐ) Υπολογίστε την περιθώρια σ.π.π., fX(x), της τ.µ. X καθώς και την περιθώρια σ.π.π., fY (y), της
τ.µ. Y . Είναι οι τ.µ. X και Y ανεξάρτητες µεταξύ τους ;
(γ) Υπολογίστε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (B | A).
(δ) Υπολογίστε και δώστε τη γραφική παράσταση της δεσµευµένης σ.π.π. της Y δεδοµένου του
X = 1, fY |X(y | x = 1).

Θέµα 5 - 25 µονάδες. Αθροιστική Συνάρτηση Κατανοµής και Μετασχηµατισµοί Τυχαίων
Μεταβλητών.

Μία συνεχής τυχαία µεταβλητή (τ.µ.) X έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.)

fX(x) = ce−
|x|
2 −∞ < x < +∞, c : σταθερά.

(α) Να δώσετε τη γραφική παράσταση της σ.π.π. και να υπολογίσετε τη σταθερά c.
(ϐ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (α.σ.κ.) της τ.µ. X και δώστε την γραφική της
παράσταση.
(γ) Υπολογίστε τις πιθανότητες P (|X| ≥ 0.4) και P (X = 0.5).
(δ) Υπολογίστε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Y = X2 .
(ε) Υπολογίστε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.µ. Y = X2.
(Ϲ) Υπολογίστε τις πιθανότητες P (Y < 0.5) και P (Y ≥ −0.5).


